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On the set of minimax trees of a given order there can be deﬁned two fami-
lies of operations, the complements and the reverses. We study the actions of those
operations and show that their orbits are enumerated by combinatorial objects pre-
viously introduced, such as the Hetyei–Reiner trees, the increasing trees, and the
Andre´ trees. Various generating functions for those trees by several statistics are
also derived.  2001 Elsevier Science
1. INTRODUCTION
Les arbres que nous appelons minimax dans cet article sont binaires
(chaque sommet de l’arbre a deux, un ou ze´ro ﬁls); topologiques (on dis-
tingue, pour chaque sommet, le ﬁls a` gauche et le ﬁls a` droite, s’ils exis-
tent); e´tiquete´s (un e´tiquetage est une bijection de l’ensemble des sommets
de l’arbre sur un ensemble ﬁni totalement ordonne´). Ils ont, de plus, la
proprie´te´ suivante:
M dans tout sous-arbre d’un arbre minimax, l’e´tiquette de la
racine du sous-arbre est, soit le minimum, soit le maximum des e´tiquettes
des sommets du sous-arbre.
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FIGURE 1
On noteMn l’ensemble des arbres minimax d’ordre n, c’est-a`-dire des arbres
minimax de n sommets, e´tiquete´s 1, 2     n. Voir Fig. 1, ou` un arbre min-
imax d’ordre 10 est repre´sente´.
Les sommets sans ﬁls d’un arbre sont appele´s feuilles et les sommets
ayant au moins un ﬁls sont dits sommets inte´rieurs, simples s’ils n’ont qu’un
ﬁls et doubles s’ils ont deux ﬁls. Dans un arbre minimax T , de´signons par
Tgs et Tds les sous-arbres a` gauche et a` droite, incidents au sommet s
de T . Notons e´galement T s le sous-arbre de T , dont la racine est s,
donc compose´ de cette racine et des deux sous-arbres Tgs et Tds (voir
Fig. 2). De façon e´vidente, Tds, Tgs et T s sont eux-meˆmes des arbres
minimax.
On dit qu’un arbre minimax T est de Hetyei–Reiner s’il a en plus la pro-
prie´te´ suivante:
HR si s est un sommet inte´rieur et si son e´tiquette est minimum
(resp. maximum) dans le sous-arbre T s, alors le sous-arbre a` droite Tds
est non vide et contient le sommet d’e´tiquette maximum (resp. minimum)
dans T s.
Il faut noter que Hetyei et Reiner [HeRe98] appellent “minimax” ce que




On dit qu’un arbre minimax est croissant
CR si les racines de tous ses sous-arbres ont des e´tiquettes mini-
mum.
Il en re´sulte que la suite des e´tiquettes des sommets situe´s sur le chemin
conduisant de la racine d’un arbre croissant a` l’une des feuilles est toujours
(strictement) croissante. Soit Cn l’ensemble des arbres minimax croissants
d’ordre n.
Enﬁn, on dit qu’un arbre minimax est un arbre d’Andre´, s’il a la proprie´te´
suivante:
A pour tout sommet inte´rieur s, le sous-arbre a` droite Tds est
non vide et contient le sommet d’e´tiquette maximum dans T s.
On ve´riﬁe imme´diatement qu’un arbre minimax est d’Andre´ s’il est a` la
fois croissant et d’Hetyei–Reiner. Notons An = Cn ∩HRn l’ensemble des
arbres d’Andre´ d’ordre n.
On sait de´nombrer ces quatre familles d’arbres. D’abord, comme
de´montre´ dans le paragraphe 3, la fonction ge´ne´ratrice exponentielle des
nombres mn = #Mn est donne´e par:√
2
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Ensuite, les arbres d’Hetyei–Reiner et les arbres croissants sont en bijection
avec les permutations, soit
#HRn = n! et #Cn = n!(1.2)
un re´sultat e´tabli par Hetyei–Reiner [HeRe98] pour les arbres de meˆme
nom et un re´sultat classique pour les arbres croissants (voir, par exem-
ple, [FoSch71]). Nous rappelons a` la ﬁn du paragraphe 2 comment e´tablir
ge´ome´triquement ces deux faits.
Rappelons, enﬁn, que les nombres tangents et se´cants En sont de´ﬁnis
comme les coefﬁcients du de´veloppement de Taylor
















16+ · · ·
et que les arbres d’Andre´ sont justement de´nombre´s par ces nombres clas-
siques
#An = En(1.3)
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un re´sultat e´tabli dans [FoSch71]. Le but principal de cet article est de
de´montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`m 1.1. On peut construire deux groupes Gn et Rn, agissant sur
l’ensemble Mn des arbres minimax d’ordre n, ayant la proprie´te´ que chaque
Gn-orbite d’un arbre minimax T ∈Mn contient exactement un seul arbre crois-
sant c T ∈ Cn et chaque Rn-orbite un seul arbre de Hetyei–Reiner r T ∈ HRn.







Enﬁn, si T est un arbre minimax ayant k feuilles, il y a exactement 2n−k arbres
dans sa Gn-orbite (resp. sa Rn-orbite) et ils ont e´galement tous k feuilles.
Pour comparer notre contribution a` celles apporte´es par les travaux
ante´rieurs, disons que la partie concernant la surjection r  Cn → An est
due a` Foata–Strehl [FoSt74] et celle concernant la surjection c  HRn → An
est due a` Hetyei–Reiner [HeRe98]. Il nous a paru essentiel de rassem-
bler ces re´sultats dans un meˆme mode`le et donc d’imaginer une classe
d’arbres qui englobe a` la fois les arbres croissants et ceux d’Hetyei–Reiner,
sur lesquels on peut prolonger l’action des groupes jusque la` limite´e aux
seuls arbres croissants ou d’Hetyei–Reiner. D’ou` l’introduction des arbres
minimax.
Comme de´crit dans le paragraphe 3, on peut introduire deux statistiques
“hr” et “cr” sur Mn qui ont la proprie´te´ que hr T = 0 (resp. cr T = 0) si T
est de Hetyei–Reiner (resp. croissant) et donc hrT = cr T = 0 si T est
d’Andre´. Soit mnkp q le polynoˆme ge´ne´rateur de Mnk par la statistique
bivarie´e hr cr. A l’aide d’une construction combinatoire approprie´e, on
e´tablit au paragraphe 3 une re´currence pour les polynoˆmes mnkp q. On
en de´duit, d’abord, une expression pour la fonction ge´ne´ratrice exponen-
tielle des arbres minimax par la statistique trivarie´e (nombre de feuilles, hr,
cr) (voir identite´ (3.6)), ensuite, celle des nombres mn = #Mn annonce´e
en (1.1).
Les ope´rations-comple´ments et les ope´rations-retournements sont e´tudie´s
dans les paragraphes 4 et 5. On e´tablit, en particulier, leur proprie´te´s de
commutativite´. Dans le paragraphe 6, a` l’aide de ces ope´rations, on con-
struit les deux surjections c et r du diagramme (1.4), terminant ainsi la
de´monstration du The´ore`me 1.1.
Notons dnk le cardinal de Ank, ou encore le nombre d’arbres d’Andre´
ayant k feuilles. Les polynoˆmes Dnt =
∑
k dn kt
k n ≥ 0, appele´s
polynoˆmes d’Andre´, ont e´te´ introduits et e´tudie´s dans [FoSch73]. Dans le
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paragraphe 7, nous donnons deux nouvelles me´thodes pour obtenir leur
fonction ge´ne´ratrice exponentielle. Enﬁn, dans le paragraphe 8, nous
indiquons comment de´ﬁnir d’autres ope´rations-comple´ments, comme celle
introduite par Hetyei et Reiner [HeRe98], et d’autres ope´rations-retourne-
ments, qui conduisent a` des re´sultats analogues.
Le pre´sent article s’inscrit dans ce programme qui se propose de trou-
ver des interpre´tations combinatoires aux suites de nombres classiques, ici
les nombres d’Euler, aﬁn, notamment, de pouvoir obtenir des q-analogues
utiles de ceux-ci. La premie`re interpre´tation des nombres d’Euler remonte
a` Andre´ [An79, An81] en termes de permutations alternantes. On sait que
ce mode`le permet un passage e´le´gant au q-calcul (voir [AnGe78, Fo81]),
mais ne permet pas, a priori, d’autres extensions inte´ressantes.
Dans [FoSch71, FoSch73], on a reconside´re´ l’e´quation diffe´rentielle:
D′′′ = D′D′′, satisfaite par la fonction sec u + tanu, mais en s’imposant
d’autres conditions intiales: D0 = 0, D′0 = 1, D′′0 = t. En cherchant
des solutions de la forme D = ∑n≥1un/n!Dn−1, on a pu faire apparaˆıtre
les coefﬁcients Dn comme des polynoˆmes Dn = Dnt n ≥ 0, qui sont
pre´cise´ment les polynoˆmes d’Andre´, dont on a parle´ plus haut. De plus,
ceux-ci sont apparus tre`s naturellement comme les polynoˆmes ge´ne´rateurs
d’objets combinatoires, qui ne sont plus les permutations alternantes, mais
les permutations dites d’Andre´ par la statistique “nombres de pics.”
Plus tard, Foata et Strehl [FoSt74, FoSt76] ont fait apparaˆıtre ces permu-
tations d’Andre´ comme des syste`mes de repre´sentants d’orbites de groupes
agissant sur l’ensemble de toutes les permutations. Ils ont montre´ que
l’action de ces groupes est mieux perçue ge´ome´triquement, si on les fait
agir non pas sur les permutations, mais sur des arbres binaires.
Les permutations et les polynoˆmes d’Andre´ ont trouve´ une nouvelle
application dans l’e´tude de la variation dite cd de certains ensembles par-
tiellement ordonne´s (“posets”), une e´tude entreprise par Purtill [Pu93],
Stanley [St94], qui a pu, en particulier, faire usage des polynoˆmes d’Andre´
non commutatifs, par Sundaram [Su94] et plus re´cemment par Hetyei
[He96].
2. CONVENTIONS ET NOTATIONS
Pour ﬁxer les ide´es, on conside`re que chaque arbre binaire T est des-
sine´ dans le plan euclidien: la racine est d’ordonne´e 0, les ﬁls de la
racine sont d’ordonne´e 1, les petits-ﬁls d’ordonne´e 2, etc. On convient
que tous les sommets dans l’arbre a` gauche Tgs (resp. dans l’arbre a`
droite Tds) ont une abscisse infe´rieure (resp. supe´rieure) a` celle de s.
En fait, on convient que la racine de l’arbre est a` l’origine 0 0, le ﬁls
a` gauche de la racine en −1 1 et le ﬁls a` droite en 1 1, les petits-ﬁls
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FIGURE 3
respectivement en −3/2 2, −1/2 2, 1/2 2, 3/2 2, les arrie`re-
petits-ﬁls respectivement en −7/4 3, −5/4 3,    , 7/4 3, etc. Avec
cette convention, tous les sommets de l’arbre ont des abscisses distinctes.
Si l’arbre binaire T a n sommets, on ordonne ces n sommets de la façon
suivante: la racine est le plus petit sommet, puis vient le ﬁls a` gauche de
la racine, puis le ﬁls a` droite, puis le ﬁls a` gauche du ﬁls a` gauche, etc. On
note <T cet ordre total.
Disposons dans le plan euclidien les sommets d’un arbre minimax
comme indique´ pre´ce´demment et conside´rons la projection orthogonale π
sur un axe horizontal des e´tiquettes de cet arbre. Alors π envoie bijec-
tivement l’ensemble des arbres croissants (resp. de Hetyei–Reiner) ayant n
sommets sur le groupe des permutations de la suite 1 2     n. Voir les
de´monstrations dans [FoSch71, HeRe98]. Ceci montre, en particulier, que
cardCn = cardHRn = n! Dans la Fig. 3, on donne l’exemple d’un arbre
croissant T1 et d’un arbre d’Hetyei–Reiner T2 avec leurs projections.
On appelle permutation d’Andre´ l’image par la projection π d’un arbre
d’Andre´. On trouve dans [FoSch73] une autre de´ﬁnition des permutations
d’Andre´. On note Mnk (resp. Cnk, resp. HRnk, resp. Ank) le sous-
ensemble de Mn (resp. Cn, resp. HRn, resp. An) forme´ par tous les arbres
qui ont k feuilles.
3. DE´NOMBREMENT DES ARBRES MINIMAX
Dans un arbre minimax T , soit s un sommet d’e´tiquette a. On note Ta
(resp. Tga, resp. Tga) l’ensemble de toutes les e´tiquettes apparaissant
dans le sous-arbre T s (resp. Tgs, resp. Tds). Si l’e´tiquette a d’un som-
met inte´rieur s est minimum (resp. maximum) dans le sous-arbre T s, on
dit que le sommet s est de premie`re espe`ce, si le sous-arbre a` droite Tds
est non vide et contient le sommet d’e´tiquette max Ta (resp. minTa).
Un sommet inte´rieur, qui n’est pas de premie`re espe`ce, est dit de seconde
espe`ce. Notons qu’un sommet inte´rieur simple s est de premie`re espe`ce si
et seulement si Tgs est vide et Tds non vide.
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Par exemple, dans l’arbre minimax repre´sente´ dans Fig. 1, le sommet 3
est de premie`re espe`ce (l’e´tiquette maximum “7” se trouve a` droite) et le
sommet 10 est de seconde espe`ce (l’e´tiquette minimum “4” se trouve a`
gauche).
On de´signe par hrT  le nombre de sommets inte´rieurs de seconde espe`ce
d’un arbre minimax T . Un arbre de Hetyei–Reiner T est encore un arbre
satisfaisant hrT  = 0. Notons crT  le nombre de sommets inte´rieurs s
d’un arbre minimax T qui sont d’e´tiquette maximum, (c’est-a`-dire dont
l’e´tiquette est maximum dans le sous-arbre T s de racine s) de sorte qu’un
arbre croissant T est un arbre satisfaisant crT  = 0 et qu’un arbre d’Andre´




phrT  qcrT (3.1)
la fonction ge´ne´ratrice des arbres minimax d’ordre n ayant k feuilles par la
statistique bivarie´e hr cr.
Proposition 3.1. Les polynoˆmes mnkp q satisfont la re´currence:
m1 1p q= 1 mnkp q = 0 k < 0 ou n+ 1 < 2k
mn+1 kp q= 1+ p1+ qkmnkp q + n+ 3− 2k
mnk−1p qpour 1 ≤ k ≤ n+ 1/2 et n ≥ 1
(3.2)
De´monstration. Si un arbre minimax d’ordre n a k feuilles, le nombre de
ses sommets inte´rieurs doubles est force´ment e´gal a` k− 1 et le nombre de
ses sommets inte´rieurs simples est donc e´gal a` n−k− k− 1 = n− 2k+ 1.
Par conse´quent, le facteur n+ 3− 2k = n−k− 1− k− 2, qui intervient
dans (3.1), est le nombre de sommets inte´rieurs simples d’un arbre minimax
d’ordre n ayant k− 1 feuilles.
Partons donc d’un tel arbre T et conside´rons l’un des n + 3 − 2k
sommets inte´rieurs simples s de cet arbre. Soit b son e´tiquette. Dans
le chemin unique qui me`ne de la racine de l’arbre au sommet s, il y a
des sommets si qui sont d’e´tiquette maximum et des sommets qui sont
d’e´tiquette minimum. De´signons par s1 s2     sm la suite des sommets
inte´rieurs d’e´tiquette maximum, lorsqu’on parcourt le chemin de la racine
vers s et notons a1 a2     am la suite (force´ment de´croissante) de leurs
e´tiquettes. Notons encore s′ l’unique ﬁls de s, d’e´tiquette b′.
Dans une premie`re e´tape, on remplace les e´tiquettes a1, a2,    , am−1, am
par n+ 1, a1,    , am−2, am−1, respectivement, puis on adjoint une feuille
e´tiquete´e am au sommet s, ce qui donne un arbre minimax T ′ d’ordre
n + 1 ayant k feuilles. Dans ce dernier arbre, la feuille e´tiquete´e am et
le sous-arbre T s′ forment les sous-arbres incidents au sommet s. Voir
Fig. 4, ou` l’on a conside´re´ quatre cas, suivant que l’e´tiquette b de s est
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FIG. 4. A gauche, l’arbre T ; a` l’extreˆme droite, la partie correspondante dans T ′′.
L’ascendance du sommet s est repre´sente´e par un trait vertical.
minimum (simple trait, cas (1) et (3)) ou maximum (gros point, cas (2)
et (4)), et suivant que l’arbre T s′ est le sous-arbre a` droite (cas (1) et
(2)) ou le sous-arbre a` gauche (cas (3) et (4)) du sommet s. Les e´tiquettes
sont e´crites entre crochets et l’ascendance du sommet s (la partie basse)
est repre´sente´e par un trait vertical.
Si l’e´tiquette b de s est minimum (cas (1) et (3)), dans une seconde e´tape,
on e´change les positions des sous-arbres T s′ et de la feuille e´tiquete´e am.
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Soit T ′′ l’arbre obtenu. Si l’e´tiquette b est maximum, on pose simplement:
T ′′ = T ′. Par ce proce´de´, on obtient un arbre minimax T ′′ d’ordre n+ 1,
ayant k feuilles. On observe que dans le passage de T a` T ′′, le nombre de
sommets inte´rieurs n’est pas modiﬁe´ (on a simplement ajoute´ une feuille),
ni leur espe`ce et que le nombre de sommets inte´rieurs d’e´tiquette maximum
n’a pas change´. Ainsi hrT ′′ = hrT  et crT ′′ = crT .
Par exemple, dans le cas (1) (resp. cas (3)), le sommet s est de premie`re
(resp. de seconde) espe`ce dans T et reste de premie`re (resp. de seconde)
espe`ce dans T ′′.
Soit maintenant T un arbre minimax d’ordre n ayant k feuilles et
soit s l’une de ses k feuilles, e´tiquete´e b. On de´signe, de meˆme, par
s1 s2     sm la suite des sommets inte´rieurs d’e´tiquette maximum, lors-
qu’on parcourt le chemin de la racine vers la feuille et par a1 a2     am
la suite de leurs e´tiquettes. On construit alors quatre arbres minimax
d’ordre n+ 1 ayant k feuilles, T1, T2, T3, T4, en remplaçant tout d’abord
les e´tiquettes a1 a2     am−1, am par n+ 1, a1     am−2 am−1, respec-
tivement.
Ensuite, on transforme la feuille s en un sommet inte´rieur simple, ayant
soit un ﬁls a` gauche sg, soit un ﬁls a` droite sd et l’on donne au couple
de sommets s sg (resp. au couple s sd) ou bien le couple d’e´tiquettes
b am, ou bien le couple am b. On obtient bien ainsi les quatre arbres
souhaite´s. On observe qu’en transformant de la sorte la feuille s en
un somme inte´rieur simple, le monoˆme phrT qcrT  est transforme´ en
phrT qcrT p + pq + 1 + q = 1 + p1 + qphrT qcrT , comme indique´
dans la Fig. 5.
La construction ainsi de´crite est parfaitement re´versible. Partons d’un
arbre minimax T d’ordre n + 1 ayant k feuilles; on pose a1 = n + 1 ;
et pour chaque i ≥ 2 on de´ﬁnit ai = maxT ai−1\ai−1, si ce dernier
ensemble est non vide. Soit m ≥ 1 le plus petit entier tel que T am\am
est vide. On construit ainsi une suite strictement de´croissante d’e´tiquettes
FIGURE 5
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TABLEAU 1
Table des dnk
k = 1 2 3 4 En
n = 1 1 1
2 1 1
3 1 1 2
4 1 4 5
5 1 11 4 16
6 1 26 34 61
7 1 57 180 34 272
8 1 120 768 496 1385
a1 = n + 1 > a2 > · · · > am. Soit s1 s2     sm la suite des sommets
de T ayant ces e´tiquettes. Alors sm est force´ment une feuille de l’arbre.
Soit s le sommet inte´rieur auquel elle est incidente. Selon que s est double
ou simple, on applique, en sens inverse, l’algorithme de´crit dans la Fig. 4
ou dans la Fig. 5.
Dans [FoSch73], on a note´ dnk le cardinal de Ank, a` savoir le nom-
bre d’arbres d’Andre´ d’ordre n ayant k feuilles et on a de´montre´ que ces
nombres satisfaisaient la re´currence:
d11= 1 dn k = 0 k < 0 ou n+ 1 < 2k
dn+1 k=kdnk + n+ 3− 2kdnk−1
1 ≤ k ≤ n+ 1/2 et n ≥ 1
(3.3)
Dans le Tableau 1, apparaissent les premie`res valeurs de ces nombres.
La comparaison de cette re´currence avec (3.2) fournit imme´diatement la
relation:
mnkp q = 1+ pn−k1+ qn−k dn k(3.4)
Notons que
∑
k dn k = En, le nombre tangent ou se´cant, selon que n est
impair ou pair, comme de´ja` e´tabli dans [FoSch73]. La somme
∑
k mnk1 1
donne le nombre d’arbres minimax mn d’ordre n; les premie`res valeurs
apparaissent dans le Tableau 2.
Le polynoˆme Dnt =
∑
k dnkt
k est le polynoˆme ge´ne´rateur des arbres
d’Andre´ d’ordre n par nombre de feuilles, ou, en utilisant la projection π
de´crite a` la ﬁn du paragraphe 2, le polynoˆme ge´ne´rateur des permuta-
tions d’Andre´ d’ordre n par nombre de pics. On appelle ces polynoˆmes les
polynoˆmes d’Andre´. Dans [FoSch73], formule (2.14), on trouve l’expression











n 1 2 3 4 5 6 7 8
mn 1 4 20 128 1024 9856 110720 1421312
ou` rt = 1 − 2t1/2 wt = 1 − r/1 + r. Deux autres nouvelles
de´monstrations de ce re´sultat sont propose´es dans le dernier paragraphe
de cet article.
Soit f T  le nombre de feuilles d’un arbre minimax. Si l’on de´signe par
Mnt p q la fonction ge´ne´ratrice des arbres minimax d’ordre n par la
statistique trivarie´e f hr cr, on de´duit de (3.4):






tk 1+ pn−k1+ qn−k dn k
= 1+ pn1+ qn∑
k
dn kt/1+ p1+ qk
= 1+ pn1+ qn Dnt/1+ p1+ q








1−wt ′ert ′u1+p1+q (3.6)
Dans l’identite´ (3.6), posons t = 1, p = 1 et q = 1. Alors Mn1 1 1 =
mn et le membre de droite prend la forme 
√





2 u, ce qui e´tablit la formule (1.1), qui donne la fonction
ge´ne´ratrice exponentielle des arbres minimax.
4. LES OPE´RATIONS-COMPLE´MENTS
L’une des ope´rations classiques du groupe syme´tique m est l’ope´ration-
comple´ment. C’est une involution qui envoie chaque entier i 1 ≤ i ≤ m
sur l’entier cmi = m+ 1− i. A l’aide de celle-ci, on peut aussi de´ﬁnir une
ope´ration-comple´ment sur l’ensemble des arbres minimax. Les sommets de
l’arbre restent invariants, seules certaines de leurs e´tiquettes sont modiﬁe´es.
Soit s un sommet inte´rieur d’un arbre minimax T ayant n sommets, de
sorte que l’un au moins des sous-arbres Tgs, Tds est non vide. Soient a
l’e´tiquette de s et a1 < a2 < · · · < am la suite croissante des e´tiquettes
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FIGURE 6
du sous-arbre T s de racine s. Par conse´quent, a est e´gal a` a1 ou a` am.
On note csT l’arbre obtenu de T en ne modiﬁant pas les e´tiquettes des
sommets dans T\T s, mais en changeant chaque e´tiquette ai en acmi =
am+1−i. Si s est une feuille de T , on pose csT = T .
Il est e´vident que l’on a
cs csT = T(4.1)
et que l’arbre csT est lui-meˆme minimax. Comme le sous-arbre T\T s
n’est pas modiﬁe´ par cs, on peut e´crire symboliquement:
csT = T\T s + csT s(4.2)
Dans l’exemple de la Fig. 1, soit s le ﬁls a` droite de la racine de l’arbre
(donc sis en 1 1 avec la convention prise pour la position des sommets)
dont l’e´tiquette est 10. Alors csT est l’arbre repre´sente´ dans la Fig. 6.
Proposition 4.1. Supposons donne´s les deux sommets inte´rieurs s et s′
d’un arbre minimax T . Alors
cs cs′T = cs′ csT(4.3)
De´monstration. Si les sous-arbres T s et T s′ sont disjoints, la rela-
tion (4.3) est e´vidente. Si les sous-arbres ne sont pas disjoints, alors
force´ment l’un d’eux est un sous-arbre de l’autre. Convenons, par exem-
ple, que T s′ est un sous-arbre de T s et que dans T les e´tiquettes
de T s sont a1 < a2 < · · · < am. Alors les e´tiquettes de T s′ sont
ai1 < · · · < aim′, ou` i1     im′ est une sous-suite de 1 2    m.
Les sommets de T sont de trois sortes : les sommets de T s′, ceux de
T s\T s′ et ceux de T\T s, comme indique´ sche´matiquement dans la
Fig. 7.
Les e´tiquettes des sommets de T\T s ne sont jamais modiﬁe´es lorsqu’on
applique les ope´rations cs, cs′. Lorsqu’ on applique cs′ a` T , seul
l’ordre des e´tiquettes des sommets de T s′ est renverse´: l’e´tiquette aik
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FIGURE 7
est remplace´e par aim′+1−k. Si on applique ensuite cs a` l’arbre trans-
forme´ cs′T , alors aim′+1−k est change´e en am+1−im′+1−k et l’e´tiquette
aj de T s\T s′ en am+1−j .
Par ailleurs, si on applique cs a` T , la suite des e´tiquettes ai1 < · · · <
aim′ de T s′ est change´e, terme a` terme, en la suite des e´tiquettes
am+1−i1 > · · · > am+1−im′ du sous-arbre
(
csT )s′. Chaque e´tiquette aj
de T s\T s′ est change´e en am+1−j et n’est plus change´e par l’application
ulte´rieure de cs′.
En revanche, quand on applique cs′ a` ce sous-arbre (csT )s′,
la suite am+1−i1 > · · · > am+1−im′ est change´e, terme a` terme, en
am+1−im′ > · · · > am+1−i1.
Soit s un sommet inte´rieur d’un arbre minimax T ; l’involution cs
change l’e´tiquette maximum (resp. minimum) du sommet s en une e´ti-
quette minimum (resp. maximum). On dit qu’elle change la valeur extremum
de son e´tiquette. L’involution cs change e´galement la valeur extremum
de l’e´tiquette de tout sommet inte´rieur s′ ∈ T s. Notons sg et sd les ﬁls a`




cs csg csd si s a deux ﬁls;
cs csg si s a un seul ﬁls a` gauche;
cs csd si s a un seul ﬁls a` droite.
(4.4)
Alors ds change la valeur extremum de l’e´tiquette du sommet s, mais
conserve le caracte`re extremum des autres e´tiquettes dans l’arbre T .
Soit s1 s2     sn la suite croissante des n sommets d’un arbre minimax T
d’ordre n suivant l’ordre <T . Pour tout i = 1 2     n, on pose ci T =
csiT . Alors ci est une involution agissant sur l’ensemble Mn des arbres
minimax d’ordre n. Soit Gn le groupe engendre´ par ces involutions.
Proposition 4.2. Chaque orbite de Gn contient un et un seul arbre binaire
croissant. Soit T0 cet arbre croissant et soit k le nombre de ses feuilles. Alors le
polynoˆme ge´ne´rateur de la Gn-orbite de T0 par la statistique hr cr est donne´
par: phrT01+ qn−k. En particulier, l’orbite contient 2n−k arbres minimax.
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De´monstration. L’espe`ce de chaque sommet d’un arbre minimax reste
invariante sous l’action de toute involution ci. La statistique “hr” garde
donc une valeur constante dans chaque Gn-orbite.
Soit T un arbre minimax ayant k feuilles. S’il a l sommets d’e´tiquette
maximum, a` savoir si1 si2     sil , l’arbre T0 = dsi1dsi2 · · · dsilT
n’a alors que des e´tiquettes mimimum. Il est donc croissant. De´signons
par s1 s2     sn−k la suite croissante, pour l’ordre <T0 , des sommets
inte´rieurs de T0. Dans l’alge`bre du groupe Gn, le de´veloppement de
1 + ds11 + ds2 · · · 1 + dsn−kT0 donne 2n−k termes. Chaque
terme de cette somme peuts’ exprimer comme
∏
j∈A dsjT0, ou` A est un
sous-ensemble de 1 2     n − k. De plus, sj  j ∈ A est l’ensemble
des sommets maximum de l’arbre. Ces termes sont donc tous distincts.
Posons aussi W T  = phrT qcrT  et prolongeons la de´ﬁnition de W a`
l’alge`bre du groupe, de sorte que W 1 + dsiT  = phrT 1 + qqcrT .
Alors ∑
T∈orbite de T0
W T  = W 1+ ds11+ ds2 · · · 1+ dsn−kT0
= phrT01+ qn−k
Notation. Pour tout arbre minimax T , on note c T l’unique arbre min-
imax croissant contenu dans sa Gn-orbite. L’application c est donc une
surjection de Mnk sur Cnk.
5. LES OPE´RATIONS-RETOURNEMENTS
Dans les ope´rations-comple´ments de´crites dans le paragraphe pre´ce´dent,
la position des sommets de l’arbre reste inchange´e, mais les e´tiquettes sont
permute´es. Pour les ope´rations-retournements, la position de certains som-
mets est modiﬁe´e, pas leurs e´tiquettes.
Pour de´crire ces nouvelles ope´rations, il est commode de noter T a le
sous-arbre dont la racine est d’e´tiquette a. De meˆme, les sous-arbres a`
gauche et a` droite incidents au sommet e´tiquete´ a sont de´signe´s par Tga
et Tda, respectivement.
Soit s un sommet inte´rieur, e´tiquete´ a, d’un arbre minimax T . On de´signe
par
raT
l’arbre de´duit de T en faisant pivoter le sous-arbre T a autour d’un axe
vertical passant par le sommet s. Si le sommet s e´tiquete´ a est une feuille,
on pose raT = T .
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Par exemple, l’ope´ration r3, applique´e a` l’arbre de la Fig. 1, donne
l’arbre repre´sente´ dans la Fig. 8.
Les proprie´te´s suivantes, valables pour les ope´rations ra, sont e´vi-
dentes:
(1) l’ope´ration ra change non seulement l’espe`ce d’un som-
met inte´rieur d’e´tiquette a, mais e´galement l’espe`ce de chaque sommet
inte´rieur du sous-arbre T a;
(2) les ope´rations ra a = 1 2     n agissent sur l’ensemble Mn
et sont des involutions, commutant deux a` deux ; soit Rn le groupe engendre´
par ces involutions;
Soit s un sommet inte´rieur d’e´tiquette a d’un arbre minimax ; si ce som-
met est double, on note a′ a′′ l’ensemble des e´tiquettes des deux ﬁls du




ra ra′ ra′′ si le sommet d’e´tiquette a est double;
ra ra′ si le sommet d’e´tiquette a est simple.
Il re´sulte de la proprie´te´ (1) ci-dessus que si dans un arbre T , le sommet
d’e´tiquette a est inte´rieur, l’ope´ration sa, applique´e a` T , change unique-
ment l’espe`ce du sommet d’e´tiquette a.
Proposition 5.1. Chaque orbite de Rn contient un et un seul arbre binaire
de Hetyei–Reiner. Soit T1 cet arbre de Hetyei–Reiner et soit k le nombre de ses
feuilles. Alors le polynoˆme ge´ne´rateur de la Rn-orbite de T1 par la statistique
hr cr est donne´ par: 1 + pn−kqcrT1. En particulier, la Rn-orbite de T
contient exactement 2n−k arbres minimax.
De´monstration. Il sufﬁt de reprendre la de´monstration de la Proposition
4.2, en faisant jouer a` s le roˆle joue´ par d et a` la stastique “cr” celui joue´
par “hr”.
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Notation. Pour tout arbre minimax T , on note r T l’unique arbre de
Heytei–Reiner contenu dans sa Rn-orbite. L’application r est donc une sur-
jection de Mnk sur HRnk.
6. ARBRES D’ANDRE´
Les groupesGn et Rn ont exactement n! orbites. En effet, comme indique´
dans le troisie`me paragraphe, la projection orthogonale sur un axe hor-
izontal des e´tiquettes d’un arbre croissant (resp. de Hetyei–Reiner) est
une bijection de Cn (resp. de HRn) sur l’ensemble des permutations de
1 2     n.
Si maintenant on applique l’ope´ration c a` un arbre de Hetyei–Reiner, ou
bien si on applique r a` un arbre croissant, on obtient, dans les deux cas, un
arbre de Hetyei–Reiner croissant, c’est-a`-dire un arbre d’Andre´. Nous avons
vu pre´ce´demment que les ope´rations cs, commutent entre elles ; il en est
de meˆme pour les ope´rations ra. Il s’agit maintenant de de´montrer que
les cs et les ra commutent mutuellement. Ce re´sultat doit s’e´tablir avec
quelques pre´cautions de langage que nous allons de´velopper.
Soit a l’e´tiquette d’un sommet inte´rieur s d’un arbre minimax T . Les
sommets de T et de l’arbre transforme´ T ′ = csT sont identiques.
Seules les e´tiquettes des sous-arbres T s et T ′s diffe`rent. En particulier,
l’e´tiquette a du sommet s dans T se transforme en une e´tiquette a′ = a




Autrement dit, les ope´rations c· et r· (avec des parenthe`ses) s’appli-
quent a` des sommets, alors que c· et r· (avec des crochets) s’appliquent
aux e´tiquettes.
Proposition 6.1. Soient s un sommet d’un arbre minimax T d’ordre n et
a′ un entier compris entre 1 et n. Alors on a l’identite´:
rsca′T = ca′rsT(6.1)
De´monstration. Ge´ome´triquement, la relation (6.1) est tout a` fait
e´vidente. Partant d’un arbre minimax, il s’agit de changer les e´tiquettes du
sous-arbre dont la racine est d’e´tiquette est a′, d’une part, et de faire piv-
oter autour de l’axe vertical le sous-arbre de sommet s. Il est clair que ces
deux ope´rations peuvent eˆtre faites dans un ordre arbitraire.
arbres minimax 383
Remarque. Notons que si la relation (6.1) est vraie, on a, en ge´ne´ral,
csra′T = ra′csT
Soit T00 un arbre minimax ; l’unique arbre croissant T0l = c T00 de son
Gn-orbite peut s’exprimer comme cal · · · ca1T00, ou` a1     al est une
suite d’entiers. De meˆme, l’unique arbre de Hetyei–Reiner Tl′0 = r T00
de son Rn-orbite peut s’exprimer comme rsl′  · · · rs1T00, ou` s1 est un
sommet de T00, puis s2 un sommet de T10 = rs1T00     enﬁn, sl′ un




ca2−→ · · · cal−→ T0 lrs1 rs1 rs1
T1 0
ca1−→ T1 1
ca2−→ · · · cal−→ T1 lrs2 rs2 rs2


rsl′  rsl′  rsl′ 
Tl′ 0
ca1−→ Tl′ 1
ca2−→ · · · cal−→ Tl′ l
Comme les involutions cai ne modiﬁent pas la position des sommets, le
sommet s1 est un sommet de tous les arbres de la premie`re ligne. Comme
s2 est un sommet de l’arbre T1 0, il est aussi un sommet de tous les arbres
de la seconde ligne, et ainsi de suite. Le diagramme a bien un sens. Il est
enﬁn commutatif d’apre`s la Proposition 6.1.
D’autre part, si un arbre T est croissant (resp. de Hetyei–Reiner) et si
s est un sommet d’e´tiquette a, alors rsT (resp. caT ) est aussi crois-
sant (resp. de Hetyei–Reiner). Il en re´sulte que, dans le diagramme, tous
les arbres de la colonne de droite sont croissants et tous les arbres de la
dernie`re ligne sont de Hetyei–Reiner. De plus, Tl′ l est un arbre d’Andre´.
Enﬁn, tous les arbres d’une meˆme ligne (resp. colonne) appartiennent a` la
meˆme Gn-orbite (resp. Rn-orbite).
Puisque c T00 = cal · · · ca1T0 0 et r T0 0 = rsl′  · · · rs1T0 0, on a
donc aussi c Ti 0 = cal · · · ca1Ti 0 et r T0 j = rsl′  · · · cs1T0 j pour tout
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i = 1     l et j = 1     l′ ; d’ou` le diagramme commutatif:
T0 0




Soit T0 un arbre d’Andre´ d’ordre n ayant k feuilles. La somme
∑
T T ,
e´tendue a` tous les T tels que c r T = r c T = T0, peut s’e´crire:∑
c r T=T0
T = 1+ ds1 · · · 1+ dsn−k1+ sa1 · · · 1+ san−kT0
en utilisant les ope´rateurs dsi et sai introduits dans les paragraphes 4
et 5. D’ou`, en posant toujours W T  = phrT qcrT ,∑
c r T=T0
W T  = W 1+ ds1 · · · 1+ dsn−k
× 1+ sa1 · · · 1+ san−kT0
= 1+ pn−k1+ qn−k
7. FONCTIONS GE´NE´RATRICES
Dans le troisie`me paragraphe, on a montre´ que la fonction ge´ne´ratrice
exponentielle des polynoˆmes ge´ne´rateurs des arbres minimax pouvait se




k, ou` dnk de´signe le nombre d’arbres d’Andre´ d’ordre n
ayant k feuilles. L’identite´ (3.3) a e´te´ obtenue dans [FoSch73] par des tech-
nique analytiques. Nous nous proposons de l’e´tablir par les techniques clas-
siques de l’alge`bre combinatoire.
La re´currence (3.3) pour les nombres dnk est e´quivalente a` la relation
Dnt = nt Dn−1t + t1− 2tD′n−1t n ≥ 1 D0t = 1(7.1)
ou` D′n−1t de´signe la de´rive´e du polynoˆme Dn−1t. Posons:




rtn+1 n = 0 1 2   
Puisque r ′t = −rt−1, la relation (7.1) entraˆıne:
Fnt = trtF ′n−1t n ≥ 1 F0t = rt−1(7.2)
Pour re´soudre cette e´quation faisant intervenir l’ope´rateur diffe´rentiel et
celui aux diffe´rences, on s’inspire des techniques connues utilise´es pour les
polynoˆmes eule´riens (voir [Ri58, Exercice 2, pp. 14–15]).
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wtj jn n ≥ 1(7.3)
De´monstration. Posons, pour simpliﬁer, r = rt et w = wt. Il faut
ve´riﬁer que le membre de droite de (7.3) satisfait l’e´quation (7.2). Or∑
j≥0wj = 1 + r−1/2 et par de´rivation
∑
j≥1 j wj−1w′ = r−3/2, d’ou`
2
∑
j≥1wj = tr−2 = trr−1′. L’e´quation (7.3) est donc satisfaite pour n = 1.
Pour n ≥ 2, on a, en partant de la relation (7.3) avec n remplace´ par
n − 1, l’identite´ F ′n−1t = 2
∑
j≥1
j wj−1w′ jn−1 = 2 ∑
j≥1
wj−12/r1+ r2jn.
Or, 2t = 1− r1+ r. On en tire:











La relation (7.3) se re´crit a` l’aide des polynoˆmes Dnt comme:
Dnt








De la Proposition 7.1 on peut alors obtenir la fonction ge´ne´ratrice expo-
nentielle des se´ries Fnt et des polynoˆmes Dnt par une simple manipu-
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Notons qu’en posant t = 1 dans la pre´ce´dente identite´ et en notant que





Dn1 = tanu+ sec u
une manie`re de retrouver que le nombre d’arbres d’Andre´ d’ordre n est
e´gal au nombre tangent ou au nombre se´cant.
Une autre technique pour obtenir l’identite´ (7.5) a` partir de l’e´quation
diffe´rentielle et aux diffe´rences (7.2) est de poser





et de ve´riﬁer qu’en de´signant par Du et Dt les de´rive´es partielles par rap-
port a` u et t, respectivement, on peut re´crire (7.2) sous la forme:
Du F = tr DtF Ft 0 = rt−1(7.7)
On cherche alors des solutions de la forme F = f gthu, s’imposant
que F est fonction de t et u a` travers un produit de fonctions gt · hu.
Alors (7.7) se re´crit tr f ′gthu g′thu = f ′gthu gth′u.
En prenant maintenant hu = eu, on en de´duit l’e´quation diffe´rentielle:
g′t/gt = 1/tr = 1/t1− 2t1/2. Or
∫ 1
t1− 2t1/2 dt = ln
(
C
1− 2t1/2 − 1
1− 2t1/2 + 1
)
= lnCwt
ou` C est une constante; de la`
gt = C wt
D’ou` une solution de la forme Ft u = f Cwteu. Comme Ft 0 =
rt−1 = 1+wt/1−wt = f Cwt, on obtient:





Plutoˆt que de faire une e´tude abstraite, nous avons pre´fe´re´ obtenir
les re´sultats ci-dessus sur les arbres minimax a` l’aide d’une seule classe
d’ope´rations-comple´ments et une seule classe d’ope´rations-retournements.
Naturellement il existe d’autres telles ope´rations qui conduisent aux
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meˆmes re´sultats. Nous nous contentons d’abord de signaler deux autres
ope´rations-comple´ments, note´es c′s et c′′s.
Soit s un sommet inte´rieur d’un arbre minimax T ayant n sommets, de
sorte que l’un au moins des sous-arbres Tgs, Tds est non vide. Soit a
l’e´tiquette de s ; si elle est minimum (resp. maximum) dans le sous-arbre
T s, on note s le sommet d’e´tiquette maximum (resp. minimum) dans T s
et on de´signe par a son e´tiquette. Ce sommet appartient soit a` Tgs, soit
a` Tds. La premie`re ope´ration-comple´ment est donne´e par:
c′sT =
{
T\s ∪ Tgs + css ∪ Tgs si s ∈ Tgs ;
T\s ∪ Tds + css ∪ Tds si s ∈ Tds.
Autrement dit, on applique l’ope´ration-comple´ment cs au seul sous-arbre
s∪Tgs (resp. s∪Tds) et on laisse invariantes les autres e´tiquettes.
Soit maintenant f s la racine du sous-arbre Tgs (resp. Tds) si s ∈
Tgs (resp. si s ∈ Tds). On de´ﬁnit c′′s par:
c′′sT =
{
T\s ∪ Tgs + cf s css ∪ Tgs si s ∈ Tgs ;
T\s ∪ Tds + cf s css ∪ Tds si s ∈ Tds.
Dans cette dernie`re ope´ration, l’application de cf s a pour effet de
re´partir les nouvelles e´tiquettes du sous-arbre contenant s dans leur ordre
originel. Lorsqu’on applique les ope´rations c′′s aux seuls arbres de
Hetyei–Reiner, on retrouve les ope´rations ψk introduites par ces auteurs
[HeRe98].
On peut aussi de´ﬁnir directement les ope´rations-comple´ments c′s et
c′′s de la façon suivante. De´signons par a1 < a2 < · · · < am′ la suite
croissante des e´tiquettes dans le sous-arbre s ∪ Tgs ou le sous-arbre
s ∪ Tds suivant que s ∈ Tgs ou non.
Pour obtenir c′sT , on ne modiﬁe pas les e´tiquettes des sommets dans
T\s ∪ Tgs (resp. dans T\s ∪ Tds), mais on change chaque
e´tiquette ai en am′+1−i.
Pour obtenir c′′sT , on ne modiﬁe pas les e´tiquettes des sommets
dans T\s ∪ Tgs (resp. dans T\s ∪ Tds), on change ensuite
l’e´tiquette a de s en a et enﬁn on remplace chaque e´tiquette ai par ai−1
i = 2 3    m′ si s est d’e´tiquette minimum dans T s et par ai+1
i = 1 2    m′ − 1 si s est d’e´tiquette maximum.
Pour les retournements, il s’agit de prendre un ordre total sur les sous-
arbres. Au lieu de la de´ﬁnition prise au de´but du troisie`me paragraphe, on
peut prendre la convention suvante: dans un arbre minimax T , soit s un
sommet d’e´tiquette a ; si l’e´tiquette a d’un sommet inte´rieur s est minimum
(resp. maximum) dans le sous-arbre T s, on dit que le sommet s est de
premie`re espe`ce si minTga < minTda (resp. max Tga < max Tda).
Les arbres dont les sommets sont tous de premie`re espe`ce sont dits arbres
388 foata et han
de Hetyei–Reiner II. Un arbre croissant, qui est aussi de Hetyei–Reiner II
est alors un arbre d’Andre´ II, de´ja` conside´re´ dans [FoSch73].
APPENDICE
Dans la Fig. 9, le coin supe´rieur gauche est occupe´ par un arbre mini-
max T d’ordre n = 10. Pour obtenir l’arbre croissant c T , il sufﬁt d’appliquer
la suite des ope´rations-comple´ments c10, c9, c7. On obtient l’arbre
situe´ dans le coin supe´rieur droit. L’arbre de Hetyei–Reiner r T apparaˆıt
dans le coin infe´rieur gauche. Enﬁn l’arbre d’Andre´ T0 = c r T = r c T est
dans le coin infe´rieur droit. Il faut noter que tous les arbres de la colonne
la plus a` droite sont croissants, ceux de la ligne tout en bas sont de Hetyei–
Reiner. Les arbres ont k = 4 feuilles. La classe des arbres minimax T ′
tels que c r T ′ = T0 contient donc 4n−k = 46 = 4096 e´le´ments, dont les 20




Les auteurs tiennent a` remercier Gabor Hetyei pour d’utiles discussions et aussi pour
leur avoir donne´ les re´fe´rences essentielles dans l’e´tude de la variation cd des ensembles
partiellement ordonne´s. Ils remercient aussi l’arbitre anonyme pour sa lecture attentive et ses
remarques judicieuses. En particulier, celui-ci a indique´ une autre me´thode pour obtenir la
fonction ge´ne´ratrice (7.5), qui utilise la re´version des se´ries formelles et la se´rie ge´ne´ratrice
des nombres de Catalan.
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